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 . לתפוצה

 

 
 שיטת ניטשה לתנאי שפה וממשק

 וגיא שיבר 1יצחק הררי

-רמת, אביב-אוניברסיטת תל, הפקולטה להנדסה
 אביב

 
ות וגם בשיט) ריאציונאליים קונבנציונאלייםוו בניסוחים

סוגים שונים של , (אלמנטים סופיים המבוססות עליהם
תנאי דיריכלה . תנאי שפה מטופלים בצורות שונות

(Dirichlet , הקרויים גם תנאי שפה קינמטיים או
ומר פתרונות כל, כפים במובן החזקאנ( גיאומטריים

. מ להיות קבילים"מלכתחילה עהניסוי חייבים לקיימם 
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פונקציות משקל קבילות חייבות לקיים את , בדומה
תנאי שפה אלו נקראים תנאי . ההומוגניתהמקבילה 

תנאי נוימן , מנגד. שפה חיוניים בהקשר הווריאציונאלי
(Neumann ,רובין גם ו Robin ) נאכפים במובן החלש

ולפיכך נקראים המשוואה הווריאציונאלית  באמצעות
 .תנאי שפה טבעיים

תנאי קבילות אלו דורשים שהרשת , בהקשר הבדיד
ת התחום שפתהיה תואמת לשל האלמנטים הסופיים 

. ושבסיסי האלמנטים הסופיים יהיו אינטרפולטוריים
מ "לרפות דרישות אלו ע דיףמים עמסויבמקרים 

או לצורך שימוש , להשתמש ברשתות בלתי תואמות
 ניםשאינם אינטרפולטוריים כגון ספלייבבסיסים 

(splines) . לאחרונה גובר העניין בספליינים לצורך
אנליזה בשל יכולתם לתאר גיאומטריות במדויק וגם 

 .מסדר גבוה בקלות יחסית רציפותלהשיג 
מצב דומה מתרחש בתנאי ממשק המתארים 

אינטראקציה בין שדות מצומדים כגון המיקרו מבנה 
גדילה וזרימה מרובת פאזות , של חומרים מרוכבים

 זורםמבנה לבאינטראקציה בין  מו גםכ, פילם-של ביו
מערכות מיקרו  התקניב והצימוד האלקטרו מכאני

אבל , כאשר הממשק נייח(. MEMS) אלקטרו מכאניות
יכולות להיות  אלו בעיות, בעל גיאומטריה מסובכת

ואפילו יותר מאתגרות , מאתגרות במיוחד לחישוב
האסטרטגיה הקונבנציונאלית . מתקדםכאשר הממשק 

. לממשק במקרים אלו היא להתאים את הרשת לטיפול
משימת הרישות במקרה זה יכולה להיות מסובכת 
והיא תצטרך לחזור על עצמה ככל שהגיאומטריה 

        ניתן לעשות שימוש ברשתות בלתי , לחילופין. שתנהמ
אבל דרוש טיפול מיוחד בתנאי , 1איור , תואמות

 
דוגמא לממשק מוטמע ברשת אלמנטים  – 1איור 

 סופיים
מגוון גישות להטמעת תכונות גיאומטריות . הממשק

, X-FEMכמו , ברשתות אלמנטים סופיים הוצעו
immersed FEM ,unfitted FEM ו-fixed mesh 

ALE. 
 שפהלטיפול הקונבנציונאלי בתנאי  האלטרנטיבה

. וממשק היא לאכוף אותם בצורה חלשה כאילוצים
באכיפה חלשה של  דוגליםישנם חוקרים ה, למעשה

דוגמת תנאי זרימה  ,נאי שפה במקרים מסוימיםת
אפילו כאשר הכלים , םזורמימיקת אבדינת צאוי

רשתות )רה הקונבנציונאלית החישוביים לאכיפתם בצו

במסגרת . זמינים( טורייםובסיסים אינטרפול תואמות
ישנן שתי שיטות קלאסיות לאכיפת , הווריאציונאלית

 שימוש  שיטה אחת היא. אילוצי משטח בצורה חלשה
ניסוח אשר מובילה ל, (Lagrange) 'זנאכופלי לגרב

כאלה ניתן לקנוס אי קיום אילוצים , לחילופין. היברידי
ישנם יתרונות (. penalty)במסגרת שיטות ענישה 

בכך שהן  ניסוחים היברידייםעל פני  לשיטות ענישה
עלות חישובית נמוכה יותר ב כרוכותפשוטות יותר ו

כמו כופלי  ת על שדות עזרהיות והן לא מסתמכו
שימוש  גוררות שיטות ענישה, מנגד. 'זלגראנ

ת יכולות להיות מאוד מחושבותוצאות . בפרמטרים
ואלו הפרמטרים רגישות לערכים הנומריים של 

גישה שלישית היא . באופן אד הוקנבחרים על פי רוב 
אשר במובנים מסוימים  ,(Nitsche) שיטת ניטשה

משלבת את היתרונות של שתי השיטות הקלאסיות 
 .ונמנעת מחולשותיהן

עד  אחורה הרעיון של הרפיית תנאי שפה חיוניים חוזר
בה ניתן  (Courant) לעבודה פורצת הדרך של קוראנט

יישום . [1] לומר ששיטת האלמנטים הסופיים הומצאה
דיריכלה הוצע עבור לתנאי ' זראשוני של כופלי לגראנ

רעיונות אלו ל. בשנות השישים יישומי תעופה וחלל
 ובמאמר יסודות מתמטיים מבוססיםמאוחר יותר  ניתנו

היציבות של . [0] (Babuška)בבושקה  המשפיע של
, inf-supי תנאי "ע תכאלו נשלט דייםהיברי ניסוחים

צירופים המותרים של קרובי השדה ההמגביל את 
מסתבר שסייג . ('כופלי לגראנז)והמשני ( נפחי)הראשי 

זה כה מגביל את היישום הישיר של שיטות אלו עד 
הניע  מצב זה .כדי כך שהינן בעלות ערך מעשי מועט

את הפיתוח של ייצוב הריבועים הפחותים בכדי לעקוף 
 .inf-sup-הגבלות אלו של תנאי ה

 אך הוספו שיטת ענישהניטשה הציע ניסוח שהתחיל מ
באותה עת  [.3]עקביות ווריאציונאלית שם תנאים ל לו

הייתה לעבודה זו השפעה מועטה על קהיליית 
הנושא התגלה , מאוחר יותר .המכאניקה החישובית
אשר קישר אותו לגישות  [0] מחדש במאמר מפתח

 המאמר. ו לעילוזכרהיברידיות מיוצבות כגון אלו שה
יכול , טשהשהפרמטר בשיטת ני אבחנההוביל ל

כפרמטר  קונסטרוקטיביבאופן  למעשה להיות מובן
, מתוך כך. יותר מאשר בתור פרמטר ענישה מייצב

ביחס  חוסר רגישות בביצוע חישוביםניתן לצפות ל
 יםרציונאליוזמינות נהלים , מטרלערך הנומרי של הפר

יושמה במגוון  ניטשה שיטת ,מאז. לבחירתו
, מגע, domain decompositionאפליקציות הכוללות 

שיטות גלרקין בלתי רציפות ואכיפת תנאי שפה 
 . רשת נטולותבשיטות 

 
 רעיון בסיסי

ניתן , שוטבהקשר פ בכדי להציג את הרעיון הבסיסי
 תנאי םע נייחתלהתייחס לבעיית מודל עבור דיפוזיה 

g-ו, בתחום  fפונקציותהבהינתן . דיריכלה שפה  

 המקיים uנחפש את הנעלם ,  על השפה

(1)   in   u f 

(0) on u g 

 .הוא פרמטר ידוע כאשר 
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לבעיה ( צורה חלשה)הניסוח הווריאציונאלי הסטנדרטי 
כלומר  ,זו מנוסח במונחים של תנאי שפה חיוניים

מצא פתרונות ניסוי : ותקביל פונקציות הנתונות לאילוצי
onהמקיימים  u g ת יכך שעבור כל פונקצי

0המקיימת משקל  on v 

(3) 
 
      v u d v f d 

פתרונות  אוסףניתן להרחיב את , בבושקה בעקבות

ף בכדי לאכו ' זי שימוש בכופלי לגראנ"הניסוי ע

פונקציות משקל  עם)בצורה חלשה את תנאי השפה 
הניסוח . בכך להתיר את תנאי הקבילותו, (תואמות 

 הינו ההיברידי המתקבל

(0)      
  
         v u d v d v f d  

(8) u d g d 
 

      

במערכת ' זלגראנ-ידוע היטב שמשוואת אוילר
מספקת  ,ווריאציונאלית מצומדת כמתואר

על שפת  כשטף' זשל כופל הלגראנ האינטרפרטצי
 התחום

(3) on   nu  

עם פרמטר , לעיל ניסוח היברידי מיוצב כפי שהוזכר

מייצב    ,זמניב אינטרפרטציה של כופל הלגראנ '

 כשטף מוכלל על שפת התחום

(7) ) on      nu u g   

 'זבשימוש בקשר זה לצורך צמצום כופלי הלגראנ
הניסוח ההיברידי מתוך ( ופונקציות המשקל שלהן)

 מניב את שיטת ניטשה עבור הבעיה

(8)

 

 

  

       

      

      

 

 

  

n

n

n

v u d v u d

v u d v u d

v f d v g d v g d

 

 

 

 

 כמו בצורה החלשה, זהו ניסוח של שדה בודד
לשטף המיוצב האוכף בצורה חלשה את . המקורית

המספק סימטריה  צמוד ביטוילווה תהשפה מ תנאי
 .עקביות ווריאציונאליתו

לאזורים בלתי חופפים עם  התחום  נרשת את

 שפה הרשת לא חייבת להתאים ל. hפרמטר רשת 

 ,דהיינו היא יכולה להיות מוטמעת ברשת. 
במונחים , הדיסקריטיזציה מבוססת על שיטת גלרקין

 שתמיכתן  בעלות מימד סופי של מערכת פונקציות
ללא תלות בהגבלות על תנאי , י הרשת"נקבעת ע

ל לא חייבות "הפונקציות הנ .טיםמהקבילות הקינ
 .להיות אינטרפולטוריות

את  הפרמטר המייצב מוגדר כך שיוכל להשיב
הליך זה . יתמקורהשל הצורה החלשה  אליפטיותה

עבור אלמנטים הנחתכים או גובלים , מבוצע מקומית
אומדן הפכי נעשה שימוש ב, לצורך כך. התחום שפתב

1שקיים קבוע מימדי תלוי תצורה  ,מוכלל 0C   כך

 שפתאת שטף  חוסמתשנורמת האנרגיה של האלמנט 
 האלמנט

(8) 1
  n

e e
h hv C v


 

 כל פרמטר ייצוב ברמת האלמנט צריך לקיים

(12) 
2

1C  

ניסיון  .אליפטיותסכימה על האלמנטים מבטיחה את ה

נומרי מראה כי בחירה שימושית היא 
2

12e C . 

בעיית ערכים עצמיים אלגברית מוכללת ברמת 
הערך . פכי המוכללולאומדן הההאלמנט מקושרת 

תחתון עבור חסם העצמי הגדול ביותר מספק את 
. הקבוע תלוי התצורה של ההערכה ההופכית התואמת

 עבור משולשים ליניאריים, למשל

(11) 
2

1 /C L A 

, כאשר meas eL     

 
 בעיות ממשק

הרעיונות הדוגמאות הבאות ממחישות את היישום של 
 [.8]לעיל עבור בעיות ממשק 

, בריבוע דו יחידתיממשק נייח ניתן לחשוב על בעיית 
י אוסף "בעלת גיאומטריית ממשק המוגדרת ע

  הנקודות

    

    

0.02 5 0.5 0.2sin 5 cos ,

0.02 5 0.5 0.2sin 5 sin ,

,

X

Y

 

 

  

   


  

  

 

(10 ) 

 הבעיה מוגדרת כך שהפתרון המדויק ,u x y השווה 

 
(13 ) 

תנאים . עם קפיצה בשטף יחד, בממשק מציג קפיצה
רישות טיפוסי מובנה . י שיטת ניטשה"אלו נאכפים ע

והפתרון החישובי ( אשר איננו תואם את הממשק)
 .הממשק בולט לעין. 0מוצגים באיור 

 

 

פתרון אלמנטים : בעיית ממשק נייח – 2איור 
המתקבל עם רשת משולשים ( שמאל)סופיים 

 מובנית

   

2 2

2
2 2 2 2

in interior

0.1 0.01log 2 in exterior

x y

x y x y
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עתה יוצג יישום של שיטת ניטשה עבור בעיית ממשק 
על סימולציה של תהליך הייצור ניתן להסתכל . תקדםמ

RTM (Resin Transfer Molding) , בו שרף
כילה חומר בצמיגות נמוכה מוזרק לתוך תבנית המ

הממשק הוא פני השטח . 3איור , משריין נקבובי
ככל שהשרף ממלא את  קדמיםהחופשיים המת

הבעיה נפתרת עבור הלחץ בחלק התבנית  .התבנית
הלחץ . הלחץ בממשק נקבע כאפס. המלא בשרף

תנאי מניחים . יםנקבע מניסוי כניסהכתלות בזמן ב
היכן ( תנאי שפה חופשיים משטף)החלקה מושלמת 

הבעיה מחושבת . שהשרף פוגש את דפנות התבנית
קבועה ונעשה שימוש בשיטת ניטשה  עעבור רשת רק

מ לאכוף את התנאי על פני השטח החופשיים של "ע
 .השרף

 

 גיאומטריה: RTMתהליך  – 3איור 

 Level Setי "ע מקודמתהגיאומטריה של החזית 
Method . האפקטיבית בחזית מהירות החלקיק

, (Darcy)מחושבת מתוך הלחץ באמצעות חוק דארסי 
מית אהצמיגות הדינ, בהתבסס על החדירות

 .והנקבוביות
בצעדי  ,הגדלה של גיאומטריית החזית בקרבת החור

הדמיית . 4על רשת הרקע באיור  מוצגת ,זמן שונים
החזית מתקדמת מונוטונית ובצורה חלקה ככל 

אלו מציגות השוואה  תוצאות. שהרשת מאפשרת
 .איכותית טובה לאלו שפורסמו בספרות

 

מיקומים של חזית זרימה : RTMתהליך  – 4איור 
 בקרבת החוררציפה על רשת רקע 
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